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摘 要：讨论了环形区域上一类非线性四阶椭圆型边值问题径向对称解的存在性，在非线性项满足适当的不等

式的条件下，运用Leray-Schauder不动点定理和先验估计技巧，获得了径向解的存在性与唯一性结果 .
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本文讨论非线性四阶椭圆型方程边值问题（BVP）
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Δ2u = f ( )|| x ，u， || ∇u ，Δu ， x ∈ Ω，

|u ∂Ω = 0， |Δu ∂Ω = 0 （1）

径向对称解的存在性，其中 Δ2u = Δ(Δu )， Ω = { }|x ∈ RN  r1 < || x < r2 为RN中的环形区域，N ≥ 2，0 <  r1 <
 r2 < +∞， f： [ ]r1，r2 × R × R + × R → R为连续函数 .

四阶椭圆型方程边值问题（1）出现于悬桥振动和弹性板的静态形变等数学物理问题的研究中，有着重

要的应用背景，该问题的一些特殊情形已被许多学者所研究 . 其中对于非线性项不含梯度项 ∇u和调和算

子项Δu的简单情形
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Δ2u = f ( x，u )， x ∈ Ω，

|u ∂Ω = 0， |Δu ∂Ω = 0 . （2）

彭永东等（1997）、 Gazzola et al.（2003）、 Liu et al.（2007）、 Pei（2010）应用山路引理及临界点理论获得解

的存在性与多重性结果，最近 Feng et al.（2023）、 Feng（2023）应用锥上的不动点定理获得了其正解的存在

性与唯一性结果 . 问题（2）中增加了Δu线性项的情形也被一些作者所研究，邱海龙等（2012）应用 Schaefer

不动点定理获得了解的存在唯一性结果，Liu et al.（2010）、Zhang et al.（2011）、Pei et al.（2023）应用变分方

法，获得了解的存在性结果 .

对于非线性项含Δu但不含梯度项∇u的情形，即

ì
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Δ2u = f ( x，u，Δu )， x ∈ Ω，

|u ∂Ω = 0，            |Δu ∂Ω = 0 ，
其解的存在性也被一些作者所研究（Pao，2000；Wang，2005；Pao et al.，2010）. 其中 Pao（2000）用上下解方法

讨论了解的存在性，Pao et al.（2010）和Wang（2005）建立了解的单调迭代程序 .

本文研究非线性项既含梯度项∇u也含Δu的一般四阶椭圆边值问题（1），我们尚未见到研究这种一般

情形的文献 . 我们应用Leray-Schauder不动点定理与先验估计技巧，在非线性项满足一些易验证的不等式

的条件下，获得了问题（1）径向对称解的存在性与唯一性结果 . 为了叙述方便，引入下列常数

L ≔ r2 - r1，  M ≔ r2 N - 1

r1 N - 1，  σ1 ≔ L6M 3

8 ，   σ2 ≔ L4M 3

4 ，   σ3 ≔ L2M
2 . （3）

本文的主要结果如下：

定理1 设 f： [ ]r1，r2 × R × R+ × R → R连续，满足下列条件：

（H1）存在常数a，b，c ≥ 0满足σ1a + σ2b + σ3c < 1及d > 0，使得

-f ( r， ξ， η， γ ) γ ≤ aξ2 + bη2 + cγ2 + d，  r ∈ [ ]r1，r2 ， ( ξ， η， γ ) ∈ R × R + × R .

则问题（1）至少有一个径向对称解 .

定理2 设 f： [ ]r1，r2 × R × R+ × R → R连续，满足下列条件：

（H2）存在常数a，b，c ≥ 0满足σ1a + σ2b + σ3c < 1，使得

-  ( f ( r， ξ2， η2， γ2 ) - f ( r， ξ1， η1， γ1 ) ) (γ2 - γ1 ) ≤ a ( ξ2 - ξ1 )2 + b (η2 - η1 )2 + c (γ2 - γ1 )2，

 r ∈ [ ]r1，r2 ， ( ξ1， η1， γ1 )， ( ξ2， η2， γ2 ) ∈ R × R + × R .
则问题（1）存在唯一的径向对称解 .

上述定理中的不等式条件（H1）与（H2）是容易验证的，它们允许非线性项 f ( r，ξ，η，γ ) 关于η，γ超线性

增长 .应用的例子见例1及例2.

特别地，对问题（2）应用定理2，可得如下存在唯一性结果：

推论3 设 f： [ ]r1，r2 × R → R连续 . 若存在常数a ∈ [ )0， 8
L6M 3 ，使得 f ( r，ξ ) 满足

-( )f ( r， ξ2 ) - f ( r， ξ1 ) ( ξ2 - ξ1 ) ≤ a ( ξ2 - ξ1 )2，           r ∈ [ ]r1，r2 ，   ξ1，ξ2 ∈ R ， （4）

则问题（2）存在唯一的径向对称解 .

注 1 Feng et al.（2023）、Feng（2023）的唯一性结果中要求 f ( r，ξ ) 关于 ξ单调不减，而推论 3 中的条件

（4）减弱了这一要求，这是一个新的唯一性结果 .

1 预备知识

在问题（1）中，令 v = -Δu，则其化为椭圆型方程组
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-Δu = v， x ∈ Ω，

-Δv = f ( )|| x ，u， || ∇u ，-v ， x ∈ Ω，

|u ∂Ω = 0， |v ∂Ω = 0.
（5）

若u = u ( || x ) 为问题（1）的径向对称解，令 r = || x = x1 2 + x2 2 + ⋯ + xN 2，则

| ∇u | = |

|

|
||
| ( ∂u

∂x1
，

∂u
∂x2

，⋯，
∂u
∂xN ) |||||| = | u′ ( r ) |，

Δu = ∑
i = 1

N ∂2u
∂xi 2 = u″ ( r ) + N - 1

r u′ ( r ) = 1
rN - 1 ( rN - 1u′ ( r ) )′，

Δv = v″ ( r ) + N - 1
r v′ ( r ) = 1

rN - 1 ( rN - 1 v′ ( r ) )′.
因此，按方程组（5），(u ( r )，v ( r ) )满足
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-( )rN - 1u′ ( r ) ′ = rN - 1 v ( r )， r ∈ [ ]r1，r2 ，

-( )rN - 1 v′ ( r ) ′ = rN - 1 f ( )r， u ( r )， || u′ ( r ) ， -v ( r ) ， r ∈ [ ]r1，r2 ，

u ( r1 ) = u ( r2 ) = 0， v ( r1 ) = v ( r2 ) = 0.
（6）

反之，若 (u ( r )，v ( r ) )为常微分方程组边值问题（6）的解，则 (u ( || x )，v ( || x ) )为方程组（5）的径向对称解，从

而 u ( || x )为问题（1）的径向对称解 .因此，讨论问题（6）来获得问题（1）的径向对称解 . 为了讨论问题（6），

先做一些准备工作 .

记 I = [ r1，r2 ]，R+ = [ 0，+∞)，C ( I ) 表示在 I上全体连续函数按范数 u
C

= max
r ∈ I | u ( r ) |构成的Banach空间 .

对 n ∈ N，Cn ( I ) 表示 I上全体 n阶连续可微函数按范数 u
Cn

= max{ } u
C
， u′

C
，⋯， u(n )

C
构成的 Banach

空间 . 在C ( I ) 中，我们还使用 L2 -范数 u 2 = (∫ r1

r2
| u ( r ) |2dr ) 12

. 设X，Y为Banach空间，我们用X × Y表示X

与Y的乘积空间按范数 ( )x，y = max{ } x
X
， y

Y
构成的Banach空间 .

为了讨论问题（6），先考虑二阶线性边值问题（LBVP）

ì
í
î
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-( )rN - 1u′ ( r ) ′ = rN - 1h ( r )， r ∈ I，
u ( r1 ) = u ( r2 ) = 0， （7）

其中h ∈ C ( I ).
引理 1 对任意 h ∈ C ( I )，问题（7）存在唯一解 u ≔ Sh ∈ C2 ( I )，且解算子 S：C ( I ) → C1 ( I ) 为线性全

连续算子 .

该引理见 Lemma 2（Li，2005） 或 Lemma 2.1（Li，2018）.

引理2 对任意h ∈ C ( I )，问题（7）的解u = Sh满足：

 u 2 ≤ L

2  u′ 2，          u′ 2 ≤ LM

2  h 2. （8）

证明 对任意 h ∈ C ( I )，设 u = Sh ∈ C2 ( I ) 为问题（7）的解 . 则由问题（7）中的边界条件及 Hölder 不等

式，有

 u 2
2 = ∫

r1

r2
| u ( r ) |2dr = ∫

r1

r2|

|
|||| ∫

r1

r

u′ ( s)ds |
|
||||

2
dr ≤ ∫

r1

r2 ( r - r1 ) ∫
r1

r

| u′ ( s) |2 dsdr ≤ ( r2 - r1 )2

2  u′ 2
2.

因此，式（8）中第1个式成立 .

方程（7）两边同乘以u ( r )，然后在 I上积分并对右端应用Hölder不等式，有
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-∫
r1

r2( )rN - 1u′ ( r ) ′u ( r )dr = ∫
r1

r2
rN - 1h ( r )u ( r )dr ≤ r2 N - 1∫

r1

r2
| h ( r )u ( r ) |dr ≤ r2 N - 1 h 2 u 2

≤ r2 N - 1 ( r2 - r1 )
2  h 2 u′ 2. （9）

对上式左端应用分部积分公式，有

-∫
r1

r2( )rN - 1u′ ( r ) ′u ( r )dr = ∫
r1

r2
rN - 1| u ( r ) |2dr ≥ r1 N - 1 u′ 2

2
.

因此，由式（9）得

r1 N - 1 u′ 2
2 ≤ r2 N - 1 ( r2 - r1 )

2  h 2 u′ 2 .

因此，

 u′ 2 ≤ r2 N - 1 ( r2 - r1 )
2 r1 N - 1  h 2 .

即式（8）中第2个式成立 .

考虑问题（6）. 设 f： I × R × R+ × R → R连续，定义映射F：C1 ( I ) × C ( I ) → C ( I )：
F (u，v ) ( r ) = f ( r， u ( r )， | u′ ( r ) |， -v ( r ) )，  (u，v ) ∈ C1 ( I ) × C ( I )，  r ∈ I.

按 f： I × R × R+ × R → R的连续性，F：C1 ( I ) × C ( I ) → C ( I ) 连续，且把 C1 ( I ) × C ( I ) 中的有界集映为

C ( I ) 中的有界集 . 若 (u，v ) 为问题（6）的解，则按解算子S的定义和方程（6），(u，v ) 满足

u = Sv，             v = S (F (u，v ) ). （10）

反之，若 (u，v ) 是方程（10）的解，则由S的定义，(u，v ) 满足问题（6）. 定义C1 ( I ) × C ( I ) 中的算子A：

A(u，v ) = (Sv，S (F (u，v ) ) )，      (u，v ) ∈ C1 ( I ) × C ( I ). （11）

则按 S：C ( I ) × C1 ( I ) 的全连续性，A：C1 ( I ) × C ( I ) → C1 ( I ) × C ( I ) 全连续 . 由式（10），(u，v ) 为（6）的解的

充要条件是 (u，v ) 为 A的不动点 . 下节我们将对 A应用如下全连续算子的 Leray-Schauder不动点定理（郭大

钧，1985），证明问题（6）有解 .

引理3 设E为Banach空间，A：E → E为全连续映射 . 若方程簇

u = λAu，         0 < λ ≤ 1，
的解集在E中有界，则A至少有一个不动点 .

2 主要结果的证明

定理 1的证明 设A：C1 ( I ) × C ( I ) → C1 ( I ) × C ( I ) 为式（11）定义的全连续算子，我们对A应用Leray-

Schauder不动点定理证明其有不动点 . 为此考察C1 ( I ) × C ( I ) 中的方程簇

(u，v ) = λA(u，v )，         0 < λ ≤ 1. （12）

需要证明方程簇（12）的解集在C1 ( I ) × C ( I ) 中有界 .

设 (u，v ) ∈ C1 ( I ) × C ( I ) 为方程簇（12）中某个参数λ ∈ ](0，1 对应的方程的解，则按A的定义及S的线性

ì
í
î

ïïu = λSv = S (λv )，
v = λS ( )F (u，v ) = S (λF (u，v ) ).

按S的定义，u与 v分别为h = λv与h = λF (u，v ) 对应的问题（7）的解，因此u，v ∈ C2 ( I ) 满足方程

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

-( )rN - 1u′ ( r ) ′ = λrN - 1 v ( r )， r ∈ I，
-( )rN - 1 v′ ( r ) ′ = λrN - 1 f ( )r， u ( r )， || u′ ( r ) ， -v ( r ) ， r ∈ I，
u ( r1 ) = u ( r2 ) = 0， v ( r1 ) = v ( r2 ) = 0.

 

上式中第2个方程两边同乘以 v ( r )，并在 I上积分，右端应用条件（H1），有
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-∫
r1

r2( )rN - 1 v′ ( r ) ′v ( r )dr = ∫
r1

r2
λrN - 1 f ( r， u ( r )， | u′ ( r ) |， -v ( r ) ) v ( r )dr

= ∫
r1

r2
λrN - 1( - f ( r， u ( r )， | u′ ( r ) |， -v ( r ) ) ) ( - v ( r ) )dr

≤ λ∫
r1

r2
rN - 1(a | u ( r ) |2 + b | u′ ( r ) |2 + c | v ( r ) |2 + d)dr

≤ r2 N - 1(a u 2
2 + b u′ 2

2 + c v 2
2 + d ( r2 - r1 )) .                                                 (13)

对上式左端应用分部积分公式，得

-∫
r1

r2( )rN - 1 v′ ( r ) ′v ( r )dr = ∫
r1

r2
rN - 1( v′ ( r ) ) 2dr ≥ r1 N - 1 v′ 2

2
.

因此，由式（13）得

 v′ 2
2 ≤ M (a u 2

2 + b u′ 2
2 + c v 2

2 + dL ). （14）

因为u = S (λv )，由引理2之式（8），有

 u 2 ≤ L

2  u′ 2，          u′ 2 ≤ LM

2  λv 2 ≤ LM

2  v 2. （15）

又因为 v = S (λF (u，v ) )，再由引理2之式（8），有

 v 2 ≤ L

2  v′ 2. （16）

由式（15）~（16），得

 u 2 ≤ L3M

2 2  v′ 2，          u′ 2 ≤ L2M

2  v′ 2. （17）

由式（14）和式（16）~（17），有

 v′ 2
2 ≤ M (a u 2

2 + b u′ 2
2 + c v 2

2 + dL )
≤ a L6M 3

8  v′ 2
2 + b L4M 3

4  v′ 2
2 + c L2M

2  v′ 2
2 + dLM

= (a L6M 3

8 + b L4M 3

4 + c L2M
2 ) v′ 2

2 + dLM
= (σ1a + σ2b + σ3c) v′ 2

2 + dLM.
因此，有

 v′ 2 ≤ ( dLM
1 - (σ1a + σ2b + σ3c ) ) 12 ≔ C0. （18）

对任意 r ∈ I，由式（18）及Hölder不等式，有

| v ( r ) | = | v ( r ) - v ( r1 ) | = |

|
|||| ∫

r1

r

v′ ( s)ds |
|
|||| ≤ ∫

r1

r2
|| v′ ( s) ds ≤ r2 - r1  v′ 2 ≤ L C0.

因此，有

 v
C

≤ L C0 ≔ C1. （19）

因为u = S (λv )，按S：C ( I ) × C1 ( I ) 的有界性，有

 u
C1 =  S (λv )

C1 ≤  S ⋅  λv
C

≤  S ⋅  v
C

≤ C1 S ≔ C2. （20）

其中 S 为S作为C ( I ) 到C1 ( I ) 的线性有界算子的范数 . 按式（19）~（20），(u，v ) 在C1 ( I ) × C ( I ) 中的范数

 (u，v ) = max{ } u
C1， v

C
≤ max{ }C1，C2 ≔ C3 .

因此，方程簇（12）的解集在C1 ( I ) × C ( I ) 中有界 . 由Leray-Schauder不动点定理知，A在C1 ( I ) × C ( I ) 中有
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不动点 (u0，v0 )，该不动点为问题（6）的解 . 因此u0(| x | )为问题（1）的径向对称解 .

定理2的证明 为了证明存在性，我们先证条件（H2）⇒条件（H1）. 令M0 = 1 + max
r ∈ I | f ( r，0，0，0) |，取ε

充分小，使得条件（H2）中的常数a，b，c满足

σ1a + σ2b + σ3 (c + ε ) < 1. （21）

对 ( r， ξ， η， γ ) ∈ I × R × R+ × R，在条件 (H2)中取( ξ1， η1， γ1 ) = (0， 0， 0 )， ( ξ2， η2， γ2 ) = ( ξ， η， γ )，则有

 -f ( r， ξ， η， γ )γ = -( f ( r， ξ， η， γ ) - f ( r， 0， 0， 0 ) ) (γ - 0) - f ( r， 0， 0， 0 )γ ≤ aξ2 + bη2 + cγ2 + M0| γ |

≤ aξ2 + bη2 + cγ2 + 2 ⋅ M0
2 ε

⋅ ε | γ | ≤ aξ2 + bη2 + (c + ε )γ2 + M0 2

4ε  .

上式最后一步对 2 ⋅ M0
2 ε

⋅ ε | γ |应用了平方不等式：2pq ≤ p2 + q2，p，q ∈ R. 因此，由式（21），f满足条

件（H1），故按定理1，问题（1）有径向对称解 .

再证唯一性 . 设u1，u2为问题（1）的径向对称解 .令 v1 = -Δu1，v2 = -Δu2，则( )u1 ( r )，v1 ( r ) ， (u2 ( r )，v2 ( r ) )满
足问题（6）. 由问题（6）及S的定义，有

ui = S ( vi )，        vi =  S (F (ui，vi ))，     i = 1，2. （22）

令u ( r ) = u2 ( r ) - u1 ( r )，  v ( r ) = v2 ( r ) - v1 ( r )，则由式（22），有

v = v2 - v1 = S (F (u2，v2 ) - F (u1，v1 )) .
按S的定义，v为h ≔ F (u2，v2 ) - F (u1，v1 ) ∈ C ( I ) 对应问题（7）的解，因此 v ∈ C2 ( I ) 满足方程

ì
í
î

ïï
ïï

-( )rN - 1 v′ ( r ) ′ = rN - 1( )F (u2，v2 ) ( r ) - F (u1，v1 ) ( r ) ，  r ∈ I，
v ( r1 ) = v ( r2 ) = 0.

上式两端同乘以 v ( r )，由条件（H2），有

-( rN - 1 v′ ( r ) )′v ( r ) = rN - 1(F (u2，v2 ) ( r ) - F (u1，v1 ) ( r ) ) ( v2 ( r ) - v1 ( r ) )
= rN - 1( f ( r，u2 ( r )，| u2 ′ ( r ) |，-v2 ( r ) ) - f ( r，u1 ( r )，| u1 ′ ( r ) |，-v1 ( r ) ) ) ( v2 ( r ) - v1 ( r ) )
≤ rN - 1(a (u2 ( r ) - u1 ( r ) ) 2 + b (| u2 ′ ( r ) | - | u1 ′ ( r ) | ) 2 + c ( v2 ( r ) - v1 ( r ) ) 2 )
≤ rN - 1(a | u ( r ) |2 + b | u′ ( r ) |2 + c | v ( r ) |2 )，     r ∈ I.

将上式两端在 I上积分，并对左边应用分部积分公式，得

r1 N - 1 v′ 2
2 ≤ r2 N - 1(a u 2

2 + b u′ 2
2 + c v 2

2 ). （23）

因为u = Sv，v = Sh，由引理2之式（8），有

 u 2 ≤ L2M
2  v 2，          u′ 2 ≤ LM

2  v 2，           v 2 ≤ L

2  v′ 2.

因此，由式（23），有

 v 2
2 ≤ L2

2  v′ 2
2 ≤ L2M

2 (a u 2
2 + b u′ 2

2 + c v 2
2 ) ≤ L2M

2 (a L4M 2

4  v 2
2 + b L2M 2

2  v 2
2 + c v 2

2 )
= (a L6M 3

8 + b L4M 3

4 + c L2M
2 ) v 2

2 = (σ1a + σ2b + σ3c) v 2
2.

因为σ1a + σ2b + σ3c < 1，因此由上式得 v 2 = 0. 于是 v = 0. 从而 u = Sv = 0. 因此 u1 = u2. 故问题（1）

有唯一径向对称解 .

3 例子

例 1   考虑R3中环形区域Ω = { }|x ∈ R3  1 < || x  < 2 上含超线性梯度项与超线性Laplace算子项的四阶椭
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圆边值问题

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

Δ2u = 1
8 u + 2 || ∇u 3Δu + 3(Δu ) 5 + || x 2

， x ∈ Ω，

|u ∂Ω = 0， |Δu ∂Ω = 0. （24）

对应于问题（1），相应的非线性项为

f ( r，ξ，η，γ ) = 1
8 ξ + 2η3γ + 3γ5 + r2，      ( r， ξ， η， γ ) ∈ (1，2) × R × R + × R . （25）

对应于式（3）的常数为：L = 1， M = 4， σ1 = 8， σ2 = 16， σ3 = 2，取 a = 1
16， b = 0， c = 1

8， d = 16，则

σ1a + σ2b + σ3c = 1
2 + 1

4 < 1，因此 a， b， c满足（H1）中的条件 . 对任意 ( r， ξ， η， γ ) ∈ (1，2) × R × R+ × R，

由式（25）得

-f ( r，ξ，η，γ )γ = - 1
8 ξγ - 2η3γ2 - 3γ6 - r2γ ≤ 1

8 | ξγ | + 2 | γ | ≤ 1
16 ξ2 + 1

16 γ2 + 1
16 γ2 + 16

≤ 1
16 ξ2 + 1

8 γ2 + 16 = aξ2 + bη2 + cγ2 + d.
因此 f ( r，ξ，η，γ ) 满足条件（H1），故由定理1，方程（24）有径向对称解 .

例2    设N ≥ 2，考虑RN中环形区域Ω = { }|x ∈ RN  1 <  || x  < 2 上四阶椭圆边值问题

ì
í
î

Δ2u = αu - β|∇u| + δ (Δu ) 3 + 1， x ∈ Ω ，
u|∂Ω = 0， Δu|∂Ω = 0 ， （26）

其中α，β，δ > 0为常数 . 我们证明当α + β < 2-3(N - 2) - 2时，对应的非线性项

f ( r，ξ，η，γ ) = αξ - βη + δγ3 + 1，      ( r， ξ， η， γ ) ∈ (1，2) × R × R+ × R， （27）

满足条件（H2），从而由定理2，问题（26）有唯一的径向对称解 .

对任意 r ∈ [1，2 ]， ( ξ1， η1， γ1 )， ( ξ2， η2， γ2 ) ∈ R × R+ × R，由式（27）及微分中值定理，存在 θ ∈ (0，1) 及
ξ′ = ξ1 + θ ( ξ2 - ξ1 )， η′ = η1 + θ (η2 - η1 )， γ′ = γ1 + θ (γ2 - γ1 )，使得

-( f ( r， ξ2， η2， γ2 ) - f ( r， ξ1， η1， γ1 )) (γ2 - γ1 )
= -fξ ( r，ξ′，η′，γ′) ( ξ2 - ξ1 ) (γ2 - γ1 ) - fη ( r，ξ′，η′，γ′) (η2 - η1 ) (γ2 - γ1 ) - fγ ( r，ξ′，η′，γ′) (γ2 - γ1 )2

= -α ( ξ2 - ξ1 ) (γ2 - γ1 ) + β (η2 - η1 ) (γ2 - γ1 ) - 3δγ′2 (γ2 - γ1 )2

≤ α | ( ξ2 - ξ1 ) (γ2 - γ1 ) | + β | (η2 - η1 ) (γ2 - γ1 ) |
≤ α ( ξ2 - ξ1 )2 + α

4 (γ2 - γ1 )2 + β (η2 - η1 )2 + β
4 (γ2 - γ1 )2

≤ α ( ξ2 - ξ1 )2 + β (η2 - η1 )2 + α + β
2 (γ2 - γ1 )2. 

（28）

取 a = α，b = β，c = α + β
2 ，按式（3），对应的参数为 L = 1， M = 2N - 1， σ1 = 23(N - 2)， σ2 = 23(N - 2) + 1 ， 

σ3 = 2N - 2. 故有

σ1a + σ2b + σ3c = 23(N - 2)α + 23(N - 2) + 1 β + 2N - 2 (α + β ) < β + 23(N - 2) + 2 (α + β ) < 1 .

因此，由式（28）知，f满足条件（H2）.
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